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摘  要 
 
设G 为n阶有限简单连通图，G 的邻接矩阵记为 ( )A G ， ( )A G 的特征多
项式记为 ( , )P G x . ( )A G 的特征值又称为G 的特征值.由于 ( )A G 是非负对称
矩阵，故 ( )A G 的特征值 1 2, ,x x ... , nx 均为实数，从而按其大小顺序排列为: 
1 2x x≥ ≥… nx≥  
本文主要讨论了单圈图类按其最大特征根从大到小进行排序的问题。
洪渊[4]证明了 ( )3,1
nG 具有最大的最大特征值，其中 ( )3,1



























Let G  be a simple connected graph with n vertices. We denote 
by ( )A G  the adjacency matrix of G . All of the eigenvalues of ( )A G  
are real, since ( )A G  is real and symmetric. We denote the eigenvalues 
of ( )A G  in decreasing order by 
1 2x x≥ ≥… nx≥  
In this thesis we investigate the problem of the ordering of 
unicyclic graphs by their largest eigenvalues. Let ( )3,1
nG  be the graph 
obtained from the star graph 1, 1nK −  by joining two vertices of degree 
1. Hong Yuan [4] proved that in all unicyclic graphs, the largest 
eigenvalue of the graph ( )3,1
nG  is the greatest. Chen Ailian [3] found 
the other five unicyclic graphs with the second up to the sixth 
largest maximum eigenvalues. On this basis,we discuss the problem 
further and determined the unicyclic graphs with the seventh up to 
the eleventh largest maximum eigenvalues. 
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谱在电网络、振动理论等物理学研究中也有着许多应用(参看 R. Merris 




























Cvetkovic[37])。1978年D. M. Cvetkovic，M. Doob 和H. Sachs 的专著 
Spectra of graph (参见文献[1])综合了几乎所有当时已知的结果。这本
专著基本上是自成体系的，仅仅用到图论和矩阵论的一些基本知识。1988
年 D. M. Cvetkovic，M. Doob，I. Gutman 和 A. Torgasev的专著 Recent 
results in the Theory of Graph Spectra (参见文献[11])又补充了1978
年到1984年图谱理论的新结果，同时提供了超过700条新的参考文献。1995























































第二章  已有相关结果 
设G 为n阶有限简单连通图， ( )A G 为其邻接矩阵， 
( , ) det( ( ))P G x xI A G= − 为其特征多项式。 ( )A G 的特征值称为G 的特征值。
由于 ( )A G 是非负对称矩阵，故 ( )A G 的最特征值 1 2, ,x x ... , nx 均为实数，故
不妨设: 
1 2x x≥ ≥ … nx≥  
以 nP ， nC ， nK 和 1, 1nK − 分别表示具有n个顶点的路图，圈，完全图和
星图。 
引理
1,21⎡ ⎤⎣ ⎦ .  设v是G 的一个1度顶点，u是 v的邻接点，则 




22⎡ ⎤⎣ ⎦ .  设G 是简单连通图， 'G 是G 的真生成子图，则当 1( ')x x G≥
时有 ( ', ) ( , )P G x P G x> ，特别的，有 1 1( ) ( ')x G x G> 。 
设 v是G 的一个顶点，以 v为根长出的所有具有 1l + 个顶点的树 1lT +（包
括点 v）所得的图集，记为 ( , )GT v l 。当 1lT + 为星图 1,lK 时记所得的图为 lS 。
















43⎡ ⎤⎣ ⎦ .  对任意 ( , )lG GT v l∈ ， l lG S≅/ ，有 1 1( ) ( )l lx S x G> ，且当
1( )lx x G≥ 时，有 ( , ) ( , )l lP G x P S x> 。 
引理
94⎡ ⎤⎣ ⎦ .  设u 和 v是G 的两个相异顶点，且G u G v− ≅ − ，
1, 1,( ) ( )k lG u K v K 表示在顶点u 长出星图 1,kK ，并且在顶点 v长出星图 1,lK 所得
的图。若 1k l≥ ≥ ，则当 1( )lx x G≥ 时有
1, 1, 1, 1 1, 1( ( ) ( ) , ) ( ( ) ( ) , )k l k lP G u K v K x P G u K v K x+ −> ，从而特别的有
1 1, 1 1, 1 1 1, 1,( ( ) ( ) ) ( ( ) ( ) )k l k lx G u K v K x G u K v K+ − > 。 
引理
25⎡ ⎤⎣ ⎦ .  设 v是G 的非孤立顶点，记 ,k lG 为在 v处分别接出 k 个顶点
的路 kP 和 l个顶点的路 lP 。则当 1k l≥ ≥ 且当 1 1, 1( )k lx x G + −> 时，有
1, 1 ,( , ) ( , )k l k lP G x P G x+ − > ，从而特别的有 1 , 1 1, 1( , ) ( , )k l k lx G x x G x+ −> 。 
( , )G n l 表示圈长为 l（ 3l ≥ ），顶点数为n的单圈图的集合。以 ( ),1
n
lG 表





示在圈 lC 的一顶点 v长出星图 1, 1n lK − − （包括顶点 v），在 v的相邻顶点w长
出 2K （包括顶点w）后所得的图。下面两个引理确定了 ( , )G n l 中具有最大
的最大特征值和次大的最大特征值两个图。 
引理
46⎡ ⎤⎣ ⎦ .  对任意 ( ),1( , ) { }nl lG G n l G∈ − ，当 1( )lx x G≥ 时，有
( )
,1( , ) ( , )
n
l lP G x P G x> ，从而特别的有
( )
1 1 ,1( ) ( )
n
l lx G x G< 。 
引理
















,2( , ) ( , )
n
l lP G x P G x> ，从而特别的有
( )
1 1 ,2( ) ( )
n
l lx G x G< 。 
引理
38⎡ ⎤⎣ ⎦ .  对任意的 3l ≥ ，当 ( )1 1,1( )nlx x G +≥ 时，有 ( ) ( )1,1 ,1( , ) ( , )n nl lP G x P G x+ > ，
从而特别的有 ( ) ( )1 ,1 1 1,1( ) ( )
n n
l lx G x G +> 。 
记 , ,p q rS （ , , 0p q r ≥ 且 3p q r n+ + = − ）为 3C 的三个顶点分别长出星图
1, pK ， 1,qK ， 1,rK 后所得的图， SΔ为所有 , ,p q rS 组成的集合。 
引理
39⎡ ⎤⎣ ⎦ .  当 9n ≥ 时， SΔ中图的最大特征值序
为: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 3,1 1 3,2 1 3,4 1 3,5 1 3,6( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n n n n nx G x G x G x G x G> > > > >  
其中 ( ) ( )3,4 3,5,











图1.   ( )3,3
nG , ( ) ( )3,4 3,5,

































3,410⎡ ⎤⎣ ⎦ .  当 12n ≥ 时，单圈图的最大特征值序为: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 3,1 1 3,2 1 3,3 1 4,1 1 3,4 1 3,5( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )






















第三章   主要结果和具体排序 
 
§3.1. 引理 
令 ( ) ( ) ( ) ( )7 8 9 10, , ,
n n n nG G G G 和 ( )11
nG 分别表示图2中的五个单圈图。下面我们
来讨论这五个单圈图以及 ( )3,6














































图2.  ( ) ( ) ( ) ( )7 8 9 10, , ,
n n n nG G G G 和 ( )11
nG  
     
引理12.  令 ( ) ( ) ( ) ( )7 8 9 10, , ,
n n n nG G G G 和 ( )11
nG 分别表示图2中的五个单圈图。它
们与 ( )4,2
nG 、 ( )3,6
nG 的最大特征值之间有如下关系： 
（1）当 6n ≥ 时，对任意的 ( )1 8( )
nx x G≥ ，有 ( ) ( )8 7( , ) ( , )
n nP G x P G x> ，从而
特别的有 ( ) ( )1 7 1 8( ) ( )
n nx G x G> ； 
（2）当 7n ≥ 时，对任意的 ( )1 9( )
nx x G≥ ，有 ( ) ( )9 8( , ) ( , )
n nP G x P G x> ，从而
特别的有 ( ) ( )1 8 1 9( ) ( )
n nx G x G> ； 
（3）当7 16n≤ ≤ 时，有 ( ) ( )1 9 1 10( ) ( )
n nx G x G< ；当 17n ≥ 时，对任意的
( )
1 10( )
nx x G≥ 有 ( ) ( )10 9( , ) ( , )
n nP G x P G x> ，从而特别的有 ( ) ( )1 9 1 10( ) ( )
n nx G x G> ； 
（4）当 7n ≥ 时，对任意的 ( )1 10( )
nx x G≥ ，有 ( ) ( )10 7( , ) ( , )


















特别的有 ( ) ( )1 7 1 10( ) ( )
n nx G x G> ； 
（5）当6 13n≤ ≤ 时，有 ( ) ( )1 10 1 8( ) ( )
n nx G x G> ，当 14n ≥ 时，对任意的
( )
1 10( )
nx x G≥ ，有 ( ) ( )10 8( , ) ( , )
n nP G x P G x> ，从而特别的有 ( ) ( )1 8 1 10( ) ( )
n nx G x G> ； 
（6）当 7n ≥ 时，有 ( ) ( )1 9 1 11( ) ( )
n nx G x G> ；  
（7）当 6n ≥ 时，对任意的 ( )1 11( )
nx x G≥ 时，有 ( ) ( )11 10( , ) ( , )
n nP G x P G x> ，从
而特别的有 ( ) ( )1 10 1 11( ) ( )
n nx G x G> ； 
（8）当 12n ≥ 时，对任意的 ( )1 3,6( )
nx x G≥ 时，有 ( ) ( )3,6 11( , ) ( , )
n nP G x P G x> ，从
而特别的有 ( ) ( )1 11 1 3,6( ) ( )
n nx G x G> ； 
（9）当 7n ≥ 时，对任意的 ( )1 4,2( )
nx x G≥ 时，有 ( ) ( )4,2 11( , ) ( , )
n nP G x P G x> ，从
而特别的有 ( ) ( )1 11 1 4,2( ) ( )
n nx G x G> 。 
证明 （1）  对顶点数n归纳，当 6n = 时， ( )1 7( ) 2.3342
nx G = ，
( )
1 8( ) 2.2784
nx G = ，故命题成立。设顶点数为 1n− 时，命题成立。当顶点数
为n时，由引理1有 
( ) ( 1)
7 7 2 3 1( , ) ( , ) ( ( 7) , )
n nP G x xP G x P K K n K x−= − −∪ ∪
，
 
( ) ( 1)
8 8 2 3 1( , ) ( , ) ( ( 7) , )
n nP G x xP G x P K K n K x−= − −∪ ∪ 。 
故由归纳假设，当 ( ) ( 1)1 8 1 8( ) ( )
n nx x G x G −≥ > 时，有
( ) ( )
8 7( , ) ( , ) 0
n nP G x P G x− > ，从而特别的有 ( ) ( )1 7 1 8( ) ( )















（2）  由引理4即得。  
（3）  经直接计算，当7 16n≤ ≤ 时，有 ( ) ( )1 10 1 9( ) ( )
n nx G x G> 成立。 
下面证明当 17n ≥ 时， ( ) ( )1 10 1 9( ) ( )
n nx G x G< 。对顶点数n归纳当 17n = 时，
有 ( )1 10( ) 3.8528
nx G = ， ( )1 9( ) 3.8530
nx G = ，故命题成立。 
假设 1n m= − 时命题成立(m 为自然数)。当n m= 时，由引理1得， 
( ) ( 1)
9 9 2 1( , ) ( , ) (3 ( 8) , )
m mP G x xP G x P K m K x−= − −∪ ，  
( ) ( 1)
10 10 4 1( , ) ( , ) ( ( 6) , )
m mP G x xP G x P P m K x−= − −∪ 。 
由归纳假设得，
( ) ( )
10 9 2 1 4 1( , ) ( , ) (3 ( 8) , ) ( ( 6) , )
m mP G x P G x P K m K x P P m K x− > − − −∪ ∪  
8 6 4 2 6 4 2 8 2( 3 3 1) ( 3 1) (2 1)m m mx x x x x x x x x− − −= − + − − − + = −
 
故当 ( )1 10( ) 3.8528 2 / 2
nx x G≥ ≥ > 时，有 ( ) ( )10 9( , ) ( , )
n nP G x P G x> 。从而特 
别的有 ( ) ( )1 9 1 10( ) ( )
n nx G x G> 。 
（4）  当 7n ≥ ，由引理1得 
( ) ( 1) ( 2)
7 3,2 3,2( , ) ( , ) ( , )
n n nP G x xP G x P G x− −= − ，  
( ) ( 1) ( 2)
10 3,2 3,1( , ) ( , ) ( , )
n n nP G x xP G x P G x− −= − ， 
( ) ( ) ( 2) ( 2)
10 7 3,2 3,1( , ) ( , ) ( , ) ( , )













Degree papers are in the “Xiamen University Electronic Theses and Dissertations Database”. Full
texts are available in the following ways: 
1. If your library is a CALIS member libraries, please log on http://etd.calis.edu.cn/ and submit
requests online, or consult the interlibrary loan department in your library. 
2. For users of non-CALIS member libraries, please mail to etd@xmu.edu.cn for delivery details.
厦
门
大
学
博
硕
士
论
文
摘
要
库
